Zloty Wektor 2026
Etap II

Imie i nazwisko:

Zadanie 1

Niech n = 23! . 319, Jak wiele dzielnikéw liczby 1 jest mniejsze od 7, ale nie dzieli n?

Rozwiazanie: Niech n = 2%3F. Wtedy liczba dzielnikéw n? = 224328 to (2a +1)(2B + 1)
(kazdy taki dzielnik jest postaci 2’ - 3/, gdzie 0 < i < 2a,0 < j < 2B). Dobierzmy dzielniki n?
rézne od n w pary <d, ”72) Jeslid < n, to ”72 >n,ajeslid > n, to ”72 < n. Liczba dzielnikéw

2 2

n” mniejszych od n to dokladnie potowa dzielnikéw 1<, r6znych od n, czyli

%((2&—1—1)(2,8—1—1)—1).

Sposréd nich trzeba odjac te, ktére dziela n. Wszystkie dzielniki n poza samym n sa mniejsze
od 1, aich liczba to (x +1)(B + 1) — 1. Szukana liczba jest wiec réwna

(2w+1)(22/3+1) (@) -1).

Po uproszczeniu dostajemy w —(afp+a+B) =aB.
Dla « = 31, B = 19 dostajemy 31 - 19 = 589.
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Zadanie 2

Dla jakich wartosci parametru m € IR nieré6wnos¢
4 4 202m +1)2K +4m? —5 > 0

jest prawdziwa dla dowolnego x € IR?

Rozwiazanie: Niech t = 21|, Wowczas dla kazdego x € R mamy t > 1, a dana nieréwnos¢
przyjmuje postaé t> 4+ 2(2m + 1)t + 4m? — 5 > 0. Szukamy wiec takich m, dla ktérych

f(t)y = +22m+1)t+4m*—-5>0  dlakazdegot > 1.

Poniewaz wsp6tczynnik przy #2 jest dodatni, funkcja f jest parabola skierowana ramionami

w gore. Jej wierzchotek ma wspétrzedna t) = — m = —(2m+1). Trzeba wiec rozwazy¢

dwa przypadki.

Jezeli ty < 1, to na przedziale [1,00) funkcja f ro$nie, wiec warto$¢ najmniejsza osiaga
dla t = 1. Warunek ty < 1 daje

—2m+1)<1 <= -2m<2 <= m> -1
Wtedy musi zachodzi¢ f(1) > 0. Liczymy:

=1+ m+1)+4m~ —>5=4m" +4m — 2.
1)=1+2(2 1) +4m? —5=4m? + 4m — 2

Zatem
dm* +4m—2 >0 < 2m*>+2m—1> 0.
Pierwiastki tréjmianu 2m? + 2m — 1 sa réwne m = %ﬁ Stad
—-1—-+/3 -1 3
22 42m—1>0 < m< T\/— lub m>+\/—.
Po uwzglednieniu warunku m > —1 zostaje m > #

Jezeli natomiast tp > 1, to minimum na [1, c0) jest osiagane w wierzchotku, wiec trzeba mie¢
f(tp) > 0. Warunek fo > 1 daje

—2m+1)>1 <<= m< —1.

Ponadto
fto) =4m? —5— (2m+1)2 = —4m — 6.



Zatem

3

V3-1
"

Lacznie otrzymujemy

3
m<—§ lub m >

Odpowiedz:

e (=[50
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Zadanie 3

Do rzeki o szerokosci a > 0 wpada pod katem prostym kanat o szerokosci b > 0. Jaka jest
najwieksza dlugos¢ sztuki drewna, ktéra moze wptynac z kanatu do rzeki?

Q
R

0

Rozwiazanie: Niech 6 € (0,%) oznacza Kat, jaki w potozeniu granicznym sztuka drewna
tworzy z osia kanatu. Wtedy dlugos¢ drewna jest suma dwéch odcinkéw:

Loy =2+

cosf  sinf’

Szukana najwieksza dlugos¢ drewna, ktéra da sie przeprowadzi¢ z kanatu do rzeki, jest
wiec réwna najmniejszej wartosci tej funkgji:

b a
L = i .
max = o (0/2) (cos 6" sin 9)

Liczymy pochodna:

L'(0) = bsinf acosf

cos?0  sin?6
Warunek konieczny minimum ma postac

bsin® __acost
cos?0  sinZ0’

czyli
bsin®@ = acos® 0.

Stad ,
3, E _ E 1/3
tan° 0 = o tan6 = <b> .



Zatem

pl/3 4173
cosf) = —————, sinf = —,
Va2/3 + p2/3 Va2/3 1 p2/3
wiec
L b a b\/a2/3 + p2/3 a\/a2/3 + p2/3
M cos 6 + sinf p1/3 al/3

Po uproszczeniu dostajemy
3/2
Lmax = <a2/3 + b2/3) .

Ostatecznie najwieksza dlugosc¢ sztuki drewna, ktéra moze wptyna¢ z kanatu do rzeki,
Wynosi

(a2/3 +.b2/3)3/2_

Uwaga 1 Po znalezieniu funkcji L(0) mozna tez zamiast rachunku rézniczkowego skorzystaé z
nierownosci Holdera w postaci

" 1/3 " 2/3 n
(zx?) (zy%) .
=1 i=1 i=1

Z nieréwnosci tej otrzymujemy oszacowanie

@y B (@),
sinf cosf —

R6wnoé¢é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy acos® 6 = bsin® 6, czyli dla tego samego kata, ktéry
otrzymalismy z warunku L' (0) = 0.
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Zadanie 4

Na przyjeciu bawi sie n > 1 chlopcéw oraz m > 1 dziewczynek. Zaden chiopiec nie
tanczy ze wszystkimi dziewczynami, ale kazda dziewczyna taficzy z minimalnie jednym
chlopakiem. Pokaz, ze istnieje czworka dzieci: chtopcy X, Y oraz dziewczynki W, Z takie, ze
X taniczy z W oraz Y taniczy z Z, ale X nie taficzy z Z oraz Y nie tariczy z W.

Rozwiazanie: Wybierzmy chlopca X, ktory taficzyl z najwieksza liczba dziewczyn. Poniewaz
zaden chlopiec nie taficzy ze wszystkimi dziewczynami, istnieje dziewczyna Z, z ktéra X
nie tariczy. Z zalozenia kazda dziewczyna taficzy z co najmniej jednym chlopakiem, wiec Z
tanczy z pewnym chlopakiem Y. Mamy wiec

Y taficzy z Z, X nie tanczy z Z.
Poniewaz X zostal wybrany jako chlopiec tariczacy z najwieksza liczba dziewczyn, chlopiec
Y nie moze tariczy¢ z wieksza liczba dziewczyn niz X. Gdyby kazda dziewczyna, z ktora
tanczy X, taficzyla takze z Y, to zbiér partnerek X bylby zawarty w zbiorze partnerek Y. Ale

Y taniczy jeszcze z Z, a X z Z nie taficzy, wiec Y mialby wtedy Scisle wiecej partnerek niz X,
co przeczy wyborowi X. Zatem istnieje dziewczyna W, taka ze

X taniczy z W, Y nie tanczy z W.
Ostatecznie otrzymaliSmy czworke dzieci X, Y, W, Z, dla ktorej

Xtanczy zW, YtanczyzZ, XnietaniczyzZ, Y nietaficzyz W.
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Zadanie 5

Oznaczmy przez ri(n) reszte z dzielenia liczby naturalnej n przez liczbe naturalna k. Niech:
R(n) =ri(n)+r(n)+...4+ru(n).
Wykaz, ze R(22026 — 1) = R(2%026),

Rozwiazanie: Zauwazmy najpierw, ze ryms(2202) = 0. Jezeli k nie jest potega dwojki, to
nie dzieli liczby 22026, Wtedy przy przejéciu z 220_26 — 1 do 22%%6 reszta zwigksza sie o 1,
czyli 74 (22026) = 7} (22026 — 1) + 1. Jezeli zas k = 2/ dlaj = 0,1,...,2025, to r,;(220%6) = 0,
natomiast r,; (22026 — 1) = 2/ — 1, wiec r,; (22026) — r,;(22026 — 1) = —(2/ —1).

Zatem suma

(7’1 (22026) — 1 (22026 _ 1)) 4.+ (7'2026(22026) _ 7’2026(22026 _ 1)) (1)
jest réwna réznicy A — B, gdzie:
e Ajestliczbatychk=1,..., 22026 L tére nie sa potegami dwjki,

(jest ich (22926 — 1) — 2026 = 22026 — 2027, bo w przedziale od 1 do 22926 — 1 jest
doktadnie 2026 poteg dwojki: 1,2,4, . ..,2292%)

* Bjestrowne
(20 —1) + (2L —1) ...+ (22°% — 1) = (22926 — 1) — 2026 = 22926 _ 2027.

Obie wielko$ci sa wiec réwne i suma (1) wynosi 0.



